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RESUMEN

La regla de Borda es un método de votacion en el que, a partir de las
preferencias ordinarias entre pares de alternativas por parte de los agentes, éstos otorgan
puntuaciones a dichas alternativas. En el modelo tradicional los valores numéricos de
los que disponen los agentes no son arbitrarios, sino que recorren un rango discreto de
valores. Sin embargo es posible permitir un mayor grado de libertad a los agentes
admitiendo que puedan mostrar intensidades de preferencia al comparar entre pares de
alternativas. Ello conduce de manera natural a generalizaciones graduales la regla de
Borda basadas en relaciones de preferencias difusas, en las que el rango posible de
puntuaciones otorgadas pasa a ser continuo. En el presente trabajo se perfilan algunas de
estas posibles extensiones. Se estudiaran comparativamente distintas propiedades de las
generalizaciones propuestas de la regla de Borda, particularmente en relacion con el
criterio de Condorcet y con la coherencia con la que los votantes establecen sus
preferencias y a partir de ellas otorgan puntuaciones, y se analizara la idoneidad de las
variantes tratadas.
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perdedor de Condorcet.
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INTRODUCCION

La regla de Borda, tal como fue concebida, es un procedimiento de votacion por
el que los agentes han de ordenar linealmente las distintas alternativas y asignarles
correlativamente puntuaciones escalonadas, decidiendo el mayor computo total
obtenido cudl es la ganadora. Debido a su disefio, el método supone un incremento de
flexibilidad respecto del de pluralidad, mas monolitico, en el que s6lo una alternativa es
votada. Mas técnicamente, si hay m candidatos y cada votante dispone de un espectro de

m valores numéricos para asignar a cada uno de ellos, la regla de pluralidad ofrece a

cada agente el rango de puntuaciones {1, 0,...,0}, mientras que la regla de Borda juega

con los valores {m -1m-2,...,0}.

En Garcia Lapresta — Martinez Panero (2003) generalizamos la regla de Borda a
situaciones en las que los agentes pueden manifestar indiferencia entre alternativas, lo
cual supone un rango discreto de puntuaciones posibles que extiende el del
procedimiento clasico. Aun asi, este tratamiento no refuta una de las primeras criticas de
las que fue objeto la regla de Borda, al denunciar que la eleccién de los valores a otorgar
por los agentes es arbitraria por coartar la libertad del votante y no representar con
fidelidad el mérito del votado. Aunque tal argumento tratd de ser rebatido, entre otros,
por el propio Borda asi como por el matematico ilustrado espafiol Morales’, la critica
perdura. En este trabajo la asumimos y nos proponemos ampliar a un rango continuo los

espectros discretos de puntuaciones de la regla de Borda considerados hasta ahora.

De hecho, en las obras de cada uno de estos precursores de la Teoria de la Eleccion
Social (TES) estan, si bien todavia en embrion, las bases para el enfoque gradual que
desarrollaremos a continuacion, en el que el uso de “intensidades de preferencia”
trasciende y mejora sustancialmente el estrecho marco informacional que proporcionan
las preferencias ordinarias de los agentes consideradas en la regla de Borda clasica, asi
como en sus extensiones discretas tratadas en Garcia Lapresta — Martinez Panero
(2003). Efectivamente, tal idea de graduacion aparece ya prefigurada en los citados

autores. Asi, Borda supone como peticion de principio que “los grados de mérito 6 de

! Los autores citados sefialaron que las puntuaciones otorgadas por cada agente mediante la regla de
Borda no son en absoluto arbitrarias, sino que indican, respecto de la alternativa evaluada, el nimero de
las que son peores que ella para dicho agente.



preferencia entre los Candidatos son iguales y reputados por iguales en la opinién de los
Censores [Votantes]”?, dando a entender implicitamente que podrian ser distintos. De
otro lado, Morales (1797, pp. 8 y 32) puede constituir también un antecedente cuando
afirma que “no hay mas que un método exacto, y por consiguiente justo de elegir, y es
el metodo que podemos llamar de compensacion, el qual compara y pesa los grados de
opinion del mismo modo que en una balanza se comparan diferentes pesos para conocer
aun la mas pequefa diferencia que haya entre ellos. [...] La opinion no es cosa que se
numera O cuenta, sino que se pesa”. Mas adelante Morales (1797, p. 49) llama “eleccion
justa & [...] aquella en que cada elector haya asignado & cada candidato el grado de

aprecio, que segun su juicio le merece en comparacion con los demas”.

Los anteriores argumentos son historicamente los primeros que avalan el auge que ha
tenido y tiene cada vez mas en el marco de la TES el que los agentes puedan manifestar
intensidades de preferencia al comparar pares de alternativas. Asi, por ejemplo, Straffin
Jr. (1980) dedica el capitulo 3 de su monografia al estudio de recientes enfoques de la
teoria del voto usando intensidades de preferencia. A continuacion hacemos un repaso
de alguna de las justificaciones tedricas de tal uso, siguiendo el ejemplo considerado por

dicho autor.

Considérese la siguiente situacion relativa a uno de los agentes que deben manifestarse
acerca de 3 alternativas (Straffin Jr. (1980, p. 47)):

1 votante
ar
b —

“Las posiciones de las alternativas en la linea vertical representan intensidades de
preferencia. [...] Las intensidades relativas ilustradas en el ejemplo se conocen como
‘utilidades cardinales’, en contraposicion con las ‘utilidades ordinales’ que sélo indican

el orden en que estan dispuestas las alternativas”.

2 Cf. L6pez de Pefialver [1799] (1992, p. 59).



La primera de las interpretaciones de estas intensidades de preferencia se debe a la
escuela que parte de Von Neumann — Morgenstern (1954) como texto seminal de la

Teoria de Juegos. Straffin Jr. (1980, p. 48) indica que “si el [...] votante coloca la

alternativa b a g de camino hacia a [desde c, siendo la distancia total unitaria], es

porque el votante seria indiferente entre elegir a b con probabilidad 1, o bien elegir una

loteria que ofreciese a con probabilidad % y ¢ con probabilidad % Straffin Jr. no

indica como se establecerian tales loterias cuando hay mas de tres alternativas.

Un segundo enfoque sostiene que “los votantes pueden ser capaces de contestar de
modo consistente a preguntas acerca de intensidades relativas, y b esta colocada donde
esta porque el votante puede decir con pleno significado: ‘Mi preferencia por b sobre ¢
es cuatro veces més fuerte que mi preferencia por a sobre b’. (Veéase Fishburn (1970))”.
Cabe decir que tales argumentos ya aparecen en Morales (1805).

Finalmente, “se puede pedir al votante que reparta 100 puntos entre las alternativas de
modo que el reparto exprese sus preferencias. (véase Metfessel (1947)). Nuestro [...]
votante podria dar O puntosac,44aby56a a”.

Nosotros, como es usual en la literatura especifica de la TES relativa al tema que nos
ocupa desde la extraordinaria eclosion de la logica y la matematica difusa (“fuzzy”) a
partir de Zadeh (1965), modelizaremos las intensidades de preferencia mediante
relaciones de preferencia difusas donde se tienen en cuenta, y ademas de forma
matizada, las comparaciones entre todos los posibles pares de alternativas. De tales
relaciones de preferencia daremos una cumplida panoramica como sustrato tedrico del
presente trabajo. En todo caso, el tratamiento del mismo correra paralelo al desarrollado
en Garcia Lapresta — Martinez Panero (2003) vy, en cierta forma, su desarrollo vendra
forzado por el propio planteamiento de las reglas de Borda que se consideraran en el
presente trabajo a partir del patron clasico, por lo que, de nuevo, se sigue el esquema en

dos etapas: contadores individuales — contador colectivo.

1. Prerrequisitos teoricos

A continuacién se introducen algunos conceptos basicos de la teoria de subconjuntos
difusos, necesarios para formular los procedimientos de votacién propuestos en el

trabajo.



1.1 Subconjuntos difusos

Dado un conjunto no vacio X, llamado universo, en la teoria ordinaria de conjuntos
cualquiera que sea el subconjunto A de X, todo elemento de X o bien pertenece a A o,
por el contrario, no pertenece; no existe otra posibilidad. Su funcién caracteristica,

i, - X —>{0,1}, definida por

1 sixeA,
0, sixgA,

Ha(X) :{

indica que la transicion entre pertenencia y no pertenencia es abrupta. Sin embargo, en
la teoria de subconjuntos difusos tal transicion es gradual. La funcién caracteristica o
funcion de pertenencia de un subconjunto difuso A del universo X es una aplicacién

U, X — [0,1], donde u,(x) es el grado de pertenencia de x a A. En consecuencia, la

nocion de subconjunto difuso generaliza la de subconjunto ordinario: un subconjunto

difuso A de X es ordinario si y solo si x,(X) <{0,1}.

1.2 Relaciones binarias difusas

Al igual que las relaciones binarias ordinarias son un tipo concreto de subconjuntos
ordinarios, las relaciones binarias difusas son un tipo determinado de subconjuntos

difusos.

Definicion 1. Dado un conjunto ordinario X, una relacion binaria difusa sobre X es un
subconjunto difuso del producto cartesiano X x X . Si R es una relacién binaria difusa

sobre X con funcion de pertenencia x, : X x X —[0,1], se entendera que x,(x,y) es la
intensidad con la que x esta relacionado con y.

Notacién. Se considerara a partir de ahora un conjunto finito de alternativas
mutuamente excluyentes, X ={x,...,X,}, sobre el que un agente arbitrario muestra sus

preferencias, a través de una relacion binaria difusa R sobre X. Con r; = ug(x;, ;) se

indicara el nivel de intensidad con el que el agente prefiere la alternativa x; a la x;,que

es tanto mayor cuanto mas cercano esté a 1.

Observacion 1. El valor r; = u(x;,%;)€[0,1] se suele entender en la literatura

1
principalmente de dos maneras. Para algunos autores indica el grado de confianza con la

que el agente prefiere (de manera estricta o bien débil) la alternativa x; a la alternativa



x;. Tal interpretacion capta la idea de “vaguedad” o “ambivalencia” en la preferencia

del agente en cuestion. Para otros autores, dicho valor denota la intensidad con que el

agente prefiere x; a x;. Nosotros seguimos esta segunda interpretacion. (Cf. Garcia

Lapresta — Llamazares (2000) para las respectivas referencias).

1.3 Relaciones de preferencia difusas

Cuando un agente se dispone a comparar un par de alternativas, lo primero que se
plantea es si prefiere una de ellas a la otra o, por el contrario, le resultan indiferentes. Si
tiene preferencia por una de ellas, podra manifestar la forma o la intensidad con la que
la prefiere, informando de cémo prefiere la que para él es mejor. Podriamos pensar,
trasladado a este marco, en el simil de una balanza que sopesa las alternativas propuesto
en Morales (1797). Suponiendo que el agente distribuye toda su capacidad de preferir,
considerada unitaria, entre cada par de alternativas, cuanto mayor sea la intensidad rj;

con la que x es preferida a x;, tanto menor sera la intensidad rji con la que Xx; es
preferidaa x, (cuanto mas se eleva un platillo de la balanza, mas decae el otro). De esta
forma, surge de forma natural el axioma de reciprocidad?.

Definicion 2. Una relacion binaria difusa R sobre X = {x,,..., x,, }€s reciproca si y solo

si r; +r; =1 para cualesquiera i, j €{l,...,n}.

Observacion 2. Si R es reciproca, entonces se verifica r; =0.5 para cualquier
i e{l...,n}. Por otra parte, R puede representarse a traves de una matriz que recoge las

intensidades de preferencia entre las alternativas:

, hp M
1 Iy Fon
rnl rn 2 rnn

A partir de ahora, por las razones expuestas anteriormente, se supondrd que toda

relacion binaria difusa que modelice las preferencias es reciproca.

% Sobre la justificacion del axioma de reciprocidad véanse, entre otros, Bezdek — Spillman — Spillman
(1978), Nurmi (1981), Tanino (1984) y Garcia Lapresta — Llamazares (2000).

6



Definicion 3. Una relacién de preferencia difusa es una relacién binaria difusa

reciproca.

Definicidn 4. Para cada « €[0,1), la relacion de preferencia difusa R sobre X induce

una relacion binaria ordinaria de nivel (0 umbral) estricto « dada por

X = X, 0 >a.

Observacion 3. Conviene indicar que >, es una relacion de preferencia ordinaria (esto
es, asimétrica) Unicamente cuando « >0.5. En tal caso, la relacion de indiferencia

asociada a >, viene dada por x; ~, X; <> noocurre X, =, X; Ni X; >, X, 08ea, I, <a

y r; <« . Por reciprocidad, ambas condiciones equivalen a que 1-a <r, <a. De este

modo, si el umbral « se encuentra en el rango sefialado, para cada par de alternativas

X;,X; € X es cierta una y solo una de las siguientes situaciones: X =, X; (f; >a),

Xi~, X (l—a<r <a), X; =, X (r; >a 0,loquees lomismo, r; <l-a).

En conexion con los comentarios anteriores es interesante sefialar, como hacen por
ejemplo Garcia Lapresta — Llamazares (2000), que las relaciones binarias difusas

generalizan las relaciones binarias ordinarias, ya que éstas se pueden entender como un

caso particular de las anteriores cuando sélo toman valores en {0,1} = [0,1]. Ahora bien,

ninguna relacion de preferencia difusa es ordinaria, ya que, como consecuencia de la

reciprocidad, r; =0.5¢ {0,1}.

De entre todos los posibles umbrales « €[0.5,1) que garantizan que -, sea una relacion

de preferencia ordinaria, en lo que sigue tendremos como referencia el mas pequefio de

ellos, a saber, o =0.5. Tal eleccion se basa en consideraciones de simplicidad y en el

hecho de que, en virtud de la reciprocidad de R, r,

, >I; equivale a que r, >0.5. Por

ij
tanto, tomando « =0.5 para definir la relacion de preferencia ordinaria -, asociada a
R, se consigue indicar qué alternativas son preferidas respecto a otras por el agente en
cuestion. Volviendo a la imagen de la balanza, R matiza perfectamente cuanto es
preferida una alternativa a otra (cuanto mas se inclina la balanza hacia el lado de un

objeto que hacia el otro), mientras que >, solo indica qué alternativa es preferida

respecto de otra, sin matices (qué objeto pesa mas, es decir, inicamente si la balanza se

inclina hacia el platillo ocupado por dicho objeto, sin tomar en consideracion cuanto se



inclina). Estos comentarios propician la siguiente definicion, que no es sino un caso
particular de la Definicion 4, con el matiz de que ahora el articulo determinado “la”
especifica justamente que estamos tomando, de entre todos los valores posibles

a €[0.5, 1), justamente « = 0.5 por las razones sefialadas.

Definicion 5. Toda relacion de preferencia difusa R induce la relacion de preferencia

ordinaria sobre X dada por X, =5 X; < r; >0.5.

Notacion. Denotaremos por ~,. Yy =, a las correspondientes relaciones de

indiferencia y preferencia debil, a saber: X, ~o5 X; < I, =0.5, X;=,.X; < r; 20.5.

Observacion 4. Tomar el umbral «=0.5 simplifica considerablemente las tres

situaciones posibles a las que aludiamos antes referentes a un par genérico de

alternativas: x; > X; (r; >0.5), x; ~ X; (;, =0.5), x; > X% (r; <0.5).
Notacion. Cuando nos encontremos ante una situacion decisional en la que m agentes
muestren sus preferencias sobre el conjunto de alternativas X ={x,...,x,} mediante

relaciones de preferencia difusas R*,R?,...,R™, denotaremos mediante superindices los
conceptos hasta ahora introducidos cuando hagan referencia a un agente genérico

k e{l,...,m}. De este modo, rijk = o (%, %;) €[0,1] indica la intensidad de preferencia
con que el agente k prefiere la alternativa x; a la x;; ~+s denota la relacion de

preferencia ordinaria inducida por R*, etc. Por la importancia que tendra en el
desarrollo posterior, particularizamos para el agente k la nocion de matriz de

intensidades de preferencia ya apuntada.

Definicion 6. Dada R*, relacion de preferencia difusa del agente k=1,...,m,

consideraremos la matriz de intensidades de preferencia de dicho agente:

k

r11 r12 r1n
k k k
r21 r22 r2n
k k k
rnl rn 2 rnn

donde los coeficientes simétricos respecto de la diagonal principal suman 1, y los

elementos diagonales toman el valor 0.5.



1.4 Transitividades difusas

En esta seccion se tratan diversas hipétesis de racionalidad difusa relativas a las
preferencias graduales de los agentes. La razon de ello estriba en que las reglas de
Borda graduales que se introducen en el presente trabajo se basan en tales preferencias,
y de la coherencia mostrada por los agentes (o su carencia) al manifestarse sobre las

alternativas depende la idoneidad de los contadores de Borda disefiados.
Definicion 7. Sea * una operacion binaria en [0.5, 1] con las siguientes propiedades:
e Conmutatividad: a+b=b=*a para cualesquiera a,b [0.5,1].

eNo decrecimiento en cada componente: (a<a'yb<b')=axb<a*b' para

cualesquiera a,a‘,b,b'€[0.5, 1].

e Continuidad: Si dos sucesiones {a,}”,{b,}" <[051] verifican lima =a y

limb, =b, entonces lima, *b, =a=b.

n—oo N—o0
Una relacion de preferencia difusa R sobre X es max-# transitiva débil estricta siy

solo si cumple:

(r;>05 y r;>05) = (p>05y r,>r*r,)
para cualesquiera x;,X;, X, € X.

A continuacion introducimos una transitividad andloga a la anterior, en la que se
contempla el caso de indiferencia en los eslabones de la cadena de preferencias, y que

denominamos por esta razon “no estricta”.

Definicion 8. Dada una operacion binaria * en [0.5, 1] con las propiedades
consignadas anteriormente, una relacion de preferencia difusa R sobre X es max-

transitiva débil no estricta siy sélo si cumple:

(; 205 y r;205) = 1, 21, *r

para cualesquiera x;, X;, X, € X.

De entre las operaciones = utilizadas en la literatura para modelizar la racionalidad
consideraremos las siguientes propuestas de Zadeh (1971) y Bezdek — Harris (1978),

entre otros:



a* b=min{a b}, ax, b=a;b, a*, b = max{a, b}.

Definicién 9. fi(X) denotard el conjunto de relaciones de preferencia difusas sobre

X que verifican max- =, transitividad débil estricta, i =1, 2,3. Asi mismo, usaremos la

notacion Ti (X)) para las correspondientes transitividades débiles no estrictas.
Observacion 5. Puesto que para cualesquiera a,b €[0,1] se verifica

a+b

min{a, b} < < max{a,b},

(a>0.5 b>0.5) = min{a,b}>0.5

(a>0.5, b>0.5) = min{a,b}>0.5,
se tiene:
R eTs(X)=R eT2(X)=R eTi(X)=,, transitiva,
R eTs(X)=R eT(X)=R eTi(X)= =, transitiva.
Por otro lado, son triviales las implicaciones
ReTi(X)=ReTi(X), parai=12,3.
Denotaremos por fo(X) al conjunto de relaciones binarias difusas tales que >,, es

transitiva (respectivamente por T,(X) a aquéllas tales que :=,, es transitiva). Asi

mismo, por abuso de lenguaje, diremos que R es Ti (respectivamente 'fi) para

significar R eTi(X) (respectivamente, R efi(X)), para i=0,1 2,3.

Observacion 6. Algunas de las transitividades consignadas anteriormente aparecen en

la literatura con otras denominaciones que no deben llevar a confusién. La transitividad
max-* para R se define inicialmente exigiendo r, >r; *r;,. La apostilla “débil” (o
“restringida”, que nosotros no emplearemos para evitar confusiones) se debe a
condiciones consideradas por Tanino (1984) y Dasgupta — Deb (1996), entre otros,

cuando se requieren ciertas hipotesis adicionales. En nuestro caso, éstas consisten en
considerar las intensidades de preferencia que aparecen en las definiciones anteriores
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mayores que 0.5 en el caso que hemos denominado estricto, y mayores o iguales que 0.5
en el caso no estricto. Por otro lado, Fishburn (1973), en un contexto probabilistico en

buena parte extrapolable al difuso, habla de transitividades estocasticas fuertes (que

corresponderian a las T,), moderadas (que coinciden con las T,), débiles (homélogas de
las T,) y también alude a una “version fuerte” de la transitividad estocastica fuerte, que
es la asociada a nuestra Ts. A este respecto véase también De Baets — De Meyer — De
Schuymer — Jenei (2003).

Observacion 7. No es dificil verificar que la transitividad de =, equivale a las de

s Y ~o5 Conjuntamente. Ahora bien, la transitividad de la indiferencia ha sido puesta

en tela de juicio por Luce (1956), basandose en el hecho empiricamente constatable de

la existencia de umbrales de percepcion de los agentes.

Observacion 8. Hacemos notar que una relacion de preferencia difusa Refa(X)
(respectivamente R e T,(X)) no admite caidas de intensidad de preferencia en
alternativas x;,x;, X conectadas de forma que cada una sea preferida a la siguiente

segin >, (respectivamente segin = ).

1.5 Mayorias simples generalizadas a partir de preferencias difusas

La mayoria simple se considera generalmente como un método de decision idoneo
cuando concurren sélo 2 candidatos, hecho éste avalado por el teorema de May (1952).
Resulta por ello ser la base tedrica en que se sustenta el principio de Condorcet, y la
principal de las criticas recibidas por la regla de Borda clasica es el vulnerar tal
principio. En otras palabras, un ganador por el método de Borda podria ser vencido por
mayoria simple por algun otro candidato para el colectivo de votantes, hecho éste que

en buena medida cuestiona la legitimidad del ganador de Borda.

En esta seccidon se propone un tratamiento paralelo al de Garcia Lapresta — Martinez
Panero (2003), aunque veremos que la generalizacion del caso clasico al difuso no es
unica. Asi, en primera instancia, se define una mayoria simple generalizada en sentido
amplio en virtud de la cual la alternativa x; vence a la alternativa x; si se cumple

m m
kzr}jk > kZI’jl;,

1 1

11



es decir, si la suma de todas las intensidades de preferencia (u opiniones) de los agentes
sobre la alternativa x; al ser confrontada con la alternativa x; pesa mas que si se

intercambian los papeles de las alternativas.

Ahora bien, otra posibilidad legitima interpreta que sélo deben sumarse intensidades de
preferencia cuando la correspondiente ordinaria inducida es estricta; en otras palabras,
solo deben ser computadas las opiniones favorables relativas a una alternativa al ser
comparada con su oponente®. De este modo, la alternativa x; vence a la alternativa Xj por

mayoria simple generalizada en sentido restringido cuando

Se entiende en lo sucesivo que si algin sumatorio esta indexado en el conjunto vacio, su

valor es nulo.

Como en el caso clasico, es usual recoger los datos anteriores relativos a cada agente en

la matriz de intensidades de preferencia

h, e I

k k k

k r21 r22 r2n
(rij ) =

k k k

rnl rn 2 rnn

A partir de la informacion contenida en esta matriz de intensidades de preferencia

individual hay dos posibilidades de agregarla, atendiendo a los enfoques apuntados.

e Definiendo una matriz agregada en sentido amplio como suma de las matrices de

intensidades de preferencia individuales:
(%)=

e Definiendo una matriz agregada como suma condicionada (denotada por @) de las

()

m
k=1

matrices de intensidades de preferencia individuales, donde sélo se suman

intensidades de preferencia estrictamente mayores que 0.5:

* El tratamiento en sentido amplio es el considerado en Marchant (1996, pp. 28-29), mientras que, en un
contexto de toma de decisiones mediante etiquetas lingiisticas, el enfoque restringido ha sido tenido en
cuenta en Garcia Lapresta (en prensa).

12



#)-@)-

m
k=

De nuevo, en la anterior definicion se sopesan las intensidades con que la alternativa x;

es preferida a x; conforme a la relacion de preferencia inducida >, de cada agente.

La definicion (y notacion) de margen generalizado (ya sea 0 no en sentido amplio) entre
dos alternativas generaliza la del caso clasico (véase Garcia Lapresta — Martinez Panero
(2003)), pero ahora puede tomar valores no enteros. De esta forma:

o Laalternativa x; vence a la alternativa x; por mayoria simple generalizada en sentido

amplio cuando el margen en sentido amplio mg(i, j) = T, —T; es positivo.

o Laalternativa x; vence a la alternativa x; por mayoria simple generalizada en sentido

restringido cuando el margen en sentido restringido n/’@(i, j) =f; =T, es positivo.

2. Formulaciones de la regla de Borda gradual

En esta seccion se extienden los contadores de Borda al caso gradual, y se mostraran
varias posibilidades de generalizacion en las que la toma de decisiones colectiva
depende en cada caso de qué tipo de intensidades de preferencia de los agentes sean
computadas. Hemos de notar que también Marchant (1996 y 2000), de forma similar, ha
realizado un enfoque gradual del método de Borda, aunque mas restrictivo que el

nuestro, y en su caso, a partir de planteamientos de toma de decisiones multicriterio.

2.1 Extensiones graduales de la regla de Borda en sentido amplio

Hay varias formas de extender el contador de Borda clasico individual del agente

k e{l1,...,m} al caso en que éste manifieste gradualmente sus inclinaciones, recogidas en

la matriz de intensidades de preferencia (rijk) .

Antes de entrar en su formalizacién debemos indicar que las que aparecen en este
apartado las hemos denominado extensiones en sentido amplio, empleando la misma

expresion ya acufiada para las mayorias simples generalizadas, ya que consideran todas
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las intensidades de preferencia de los agentes®, la suma de las cuales constituye la

matriz agregada en sentido amplio (T; ). A su vez, en la notacion introducida para estos

contadores graduales se trata de mantener en paralelo la analogia con los contadores
discretos considerados en Garcia Lapresta — Martinez Panero (2003).
Definicion 10. Dada una alternativa x. € X , se definen los contadores graduales de
Borda individuales en sentido amplio T."(x.), v=1,...,4, con los que el agente k asigna
una puntuacion a la alternativa x. de la forma que sigue:

. )= 30

=
n#05

n
o TA(x)= zrijk’
=

e T2(x)=D.r (Primer contador de Black en sentido amplio),

izj=1
e T'(x)=D =Y ri (Segundo contador de Black en sentido amplio).
i=j=1 i=j=1

La razon de introducir el primer contador es de completitud formal, ya que su homologo

en el caso discreto se define como

n

rkl(xi) = z rijk;
j=1
T >05

ahora bien, desde un punto de vista computacional, este Gltimo contador se puede

reescribir como

n

1 k
T (Xi): Z i
j=1
ri}<¢0.5
sumando Unicamente unos y ceros (es decir preferencias estrictas), y obviando las
indiferencias (0.5). Es ésta la expresion que tomamos ahora como patron (la que,

ademas, tiene en cuenta las indiferencias serd considerada en la siguiente subseccion).

% En otro contexto, este tratamiento ya ha sido considerado en Garcia Lapresta — Llamazares (2003).
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Observamos, no obstante, que tal contador que en el caso discreto es perfectamente
natural y extiende a o6rdenes no lineales la idea de Borda y Morales de contabilizar el
namero de alternativas peores que la que se evalla, tiene ahora por el contrario, en este

contexto gradual, un caracter ad hoc, al eludir en los sumatorios las intensidades 0.5.

Parece, por tanto, mas adecuado considerar el segundo contador, que suma todas las
intensidades de preferencia entre la alternativa que el agente k esta evaluando y las

demas (incluida ella misma).

El tercer contador mantiene la férmula anterior, pero excluye, por no aportar

informacién relevante, la comparacion de una alternativa consigo misma®.

Por fin, se puede considerar nuestro cuarto contador. Junto con el anterior, fueron

estudiados en Black (1958 y 1976) en el caso discreto. Aunque en rigor y por

n n
paralelismo habria que definirlo como T*(x)= > r=> rs, eludimos, por las
= =
i #0.5 rk=0.5

razones indicadas referentes al primer contador, esta expresion, equivalente a la dada.

Es evidente la relacion 7(x) =T;(x,)+0.5. Y para los contadores tercero y cuarto

introducidos se verifica una férmula idéntica a la del caso discreto. La demostracion que
damos a continuacion, comparativamente mucho mas sencilla que la de Black (1976) en

su contexto, se basa en el axioma de reciprocidad.

Proposicion 1. Para los contadores de Black graduales en sentido amplio se verifica la

relacion
rk4(xi) :zrkg(xi)_(n _1)-
Demostracion:

Ro0= 2 m-Y =Y (-r)= Y (f ~a-g) =) @ -D=2) 1 ~(n-1)=

j#i=l jzi=l jzi=l jzi=l jzi=l j#i=l

25 (x)~(n-1). m

Conviene sefialar que mientras los contadores de Borda considerados en Garcia

Lapresta — Martinez Panero (2003) sélo recorren un rango discreto de valores, las

® Notemos asi que el primer contador excluye todas las indiferencias, el tercero sélo la indiferencia de una
alternativa consigo misma, y el segundo no excluye ninguna de las indiferencias.
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puntuaciones de los contadores de Borda graduales (en sentido amplio) recorren
intervalos, es decir todos los valores intermedios entre las puntuaciones extremas
asignables se pueden alcanzar. Mas concretamente, los contadores primero y tercero

pueden tomar valores en [0, n—0.5]; el segundo en [0.5, n—0.5]; y el cuarto en

[-(n-0.5), n-0.5].

En cuanto al computo total de puntuaciones otorgadas por cada uno de los agentes se

tienen relaciones analogas a las del caso discreto:

n n n n n .
. ;Fkl(xi) = Zl: ; = 2‘1 (r +r)< (2} =w (la igualdad se daria en el caso
i #05 1 #0.5

en que no hubiera indiferencia entre alternativas distintas).

2

° ”_2 _n n k_n v k_n . _n(n—1) E:n_
izl:rk (Xi)—zzrij—Z(ﬁj+rji)—(2j+n 05==" 24z ="

i=1 j=1 i,j=1

° irks(xi) Z_Zn:(rkZ(Xi)—O.S) :%_n_o'sz n(nz—l).

n(nz—l) -n(n-1)=0.

. irk4(xi) — i(zﬁf(xi)_(n_l)) = Zirk?’(xi)_n(n—l) =2

Hacemos notar que esta ultima formula es clave para probar las buenas propiedades de
Condorcet de este ultimo contador en el caso discreto y, como veremos, también lo sera

en este contexto.

Con estos contadores individuales se construye uno colectivo en cada caso:
m
(%)= 1(x), v=1...,4.
k=1

Exceptuando el primero, los contadores colectivos considerados se pueden expresar

mediante la matriz agregada (T; ). Asi:
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. F4(Xi)=i(ru —Ti)= im_g(i, D

Ademas, conviene sefialar que de las relaciones entre los correspondientes contadores

individuales se deduce:

30 N (v 2y ) _ =2y M
o T (Xi)_;(rk (%)—-05)=T7(x) >

. F“(xi):i(zﬁ(xi)—(n—l»:2r3<xi)—m(n—1)=2(2r2<xi)—%j—m(n—1>=

=2T7%(x.)—mn.

Asi, las relaciones de preferencia colectivas P? vienen dadas por:

E vV vV A H
XP X, T (x)>T1"(X;), v=1,...,4, y resultara(n) elegida(s) en cada caso la(s)
alternativa(s) con mayor puntuacion.

Ahora bien, de las relaciones anteriores se deduce que los contadores considerados, a
excepcion del primero, son equivalentes, es decir, inducen la misma relacién de
preferencia colectiva: P> =P’ =P}.

El hecho de que el primer contador no es equivalente a los anteriores se pone de

manifiesto a continuacion’.

Ejemplo 1. Supongamos que la matriz de intensidades de preferencia del agente k

viene dada por

0.5 05 0.6
0.5 05 06
04 04 05

Entonces T'(x,) =0.6 <0.8=T"(x,), pero T;7(x,) =1.6 >1.3=T(x,).

” Aunque la equivalencia es una nocion relativa a contadores colectivos, también la aplicaremos al caso
de un Unico agente, y asi hablaremos de contadores individuales equivalentes. Por esta razon, para
justificar que dos reglas de Borda graduales introducidas son métodos de votacién esencialmente
distintos, bastara con probar el incumplimiento de la equivalencia para los respectivos contadores
individuales.
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2.2 Extensiones graduales de la regla de Borda clasica en sentido

restringido

En este apartado, y por razones que siguen la misma filosofia que las mayorias simples
generalizadas, consideraremos otras extensiones de la regla de Borda clasica donde el
recorrido de los sumatorios con los que se definen las puntuaciones otorgadas sera mas
restringido. Mas concretamente, en este caso se considerardn esencialmente las

intensidades de preferencia de los agentes mayores que 0.5, la suma de las cuales bajo

esta condicion constituye la matriz agregada (rA

ij). Asi se atienden las preferencias

ordinarias de las que derivan las correspondientes graduales (o si se quiere, se tienen en
cuenta las preferencias ordinarias inducidas), como se detalla a continuacion. Este

enfoque ya ha sido tratado parcialmente en Garcia Lapresta — Martinez Panero (2002).

La situacion, que venimos repitiendo en cada escenario, es ahora la siguiente: para cada
agente k, se desea construir un nuevo contador que evalle cada alternativa teniendo en
cuenta sus intensidades de preferencia. En el caso discreto, el valor dado por el contador

individual era el nimero de las alternativas peores que la considerada teniendo en
cuenta la relacion de preferencia ordinaria del agente k, P*. Ahora, en este contexto,

este papel lo jugara la relacion de preferencia ordinaria >}, inducida por la relacion de

preferencia difusa R*. Y también aqui, en la expresion de los siguientes contadores se
sigue un discurso paralelo al de las extensiones discretas introducidas en Garcia

Lapresta — Martinez Panero (2003).

Definicion 11. Dada una alternativa x, € X , se definen los contadores graduales de
Borda individuales en sentido restringido f'(x), v=1,...,4, con los que el agente k

asigna una puntuacion a la alternativa x; de la forma que sigue:

>
=3
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o R(x)= D I :_Z r* (Primer contador de Black en sentido restringido),

n n n
~4 k k k k 1
e B(x)= D K-> ri= le - Z‘ ri  (Segundo contador de Black en sentido
1= ]=
X (s Xj X} 05X ri}‘ >0.5 rjki >0.5

restringido).

El primer contador individual suma las intensidades de preferencia entre la alternativa

considerada y las que son peores segln =¢.. De esta forma, el agente k asigna a la

alternativa x; un valor que corresponde a sumar los coeficientes mayores que 0.5 de la

fila i de la matriz de intensidades de preferencia del agente.

La segunda extension consiste en incorporar los empates entre alternativas (incluido el
de toda alternativa consigo misma) en la formula anterior o, si se quiere, computar la
suma de los coeficientes mayores o iguales que 0.5 de la fila i de la matriz de

intensidades de preferencia del agente.

Los dos ultimos contadores individuales extienden los de Black, formulados en el caso
discreto. Asi, Black I gradual restringido reproduce la formula anterior, excluyendo el
empate de una alternativa consigo misma; o sea, que el agente k asigna a la alternativa
Xi un valor que corresponde a sumar los coeficientes mayores o iguales que 0.5 de la fila
i de la matriz de intensidades de preferencia del agente, a excepcion del elemento

diagonal.

Por fin, Black Il gradual restringido pondera victorias menos derrotas (segln =), lo
que, en este caso, corresponde a suma de coeficientes mayores que 0.5 de la fila i-ésima
menos la suma de coeficientes mayores que 0.5 de la columna i-ésima de la matriz de
intensidades de preferencia del agente.

Observacion 9. Es trivial la relacion £2(x.) =f’(x.)+0.5. Ahora bien, no se tiene una
formula tipo Black que relacione Black 1 y Black Il en sentido restringido, como se

pondra de manifiesto a continuacion.

Ejemplo 2. Supongamos que la matriz de intensidades de preferencia del agente k

viene dada por
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05 07 06 1
03 05 05 0.8
04 05 05 07|
0 02 03 05

Las puntuaciones Borda segun Black | resultan:
(x)=07+0.6+1=23, £(x,)=05+0.8=13, 3 (x,)=0.5+0.7=12, £(x,)=0.
Y las puntuaciones segun Black Il son:
i'(x)=07+06+1=23, #'(x,)=0.8-0.7=0.1, £'(x,)=0.7-0.6=0.1,

£*(x,) =—-1-0.8-0.7 =—25.

Asi, a la vista de los resultados relativos a las alternativas x, y x,, se observa que la
correspondencia entre las puntuaciones otorgadas por Black | y Black Il no sélo no
puede venir dada mediante una transformacion afin creciente, como en los casos
discreto y gradual en sentido amplio, sino que tampoco puede derivarse de

transformaciones funcionales mas generales. EI mismo argumento es valido para | y
ii*, toda vez que en el anterior ejemplo, al no existir mas indiferencias que la de una

alternativa consigo misma, los contadores f" y f° asignan las mismas puntuaciones, por

lo que de nuevo se puede hacer valer el razonamiento anterior.

Los contadores de Borda graduales individuales en sentido restringido recorren
intervalos, y el rango de recorrido coincide con el de sus homdlogos en sentido amplio.
Ahora bien, en cuanto al computo total de puntuaciones otorgadas por cada agente se
obtienen desigualdades (que Unicamente serian igualdades en el caso limite en que las
preferencias del agente fuesen taxativamente ordenes lineales), salvo en el caso del

ultimo contador, que de nuevo se anula:

° Zn:fkl(xi)S(n—1)+(n_2)+...+1:@'
* Zn:sz(xi)S(n—1)+(n—2)+...+1+n_0_5: n(n—1)+ﬂzn_2.

— 2 2 2

o N = N (T2 ) n o 4e_(n=Dn
iZl:rk(xi)_izzl:(rk (x)-05)< 5 ~N05=
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n n n n n

n n n
IDIAOEIHDIEDIAEIIDIESID AL
i=1 i=1 j=1 j=1 i=1 j=1 i=1 =1
5;>0.5 rj>0.5 r;>0.5 rjj>0.5

Para verificar que la ultima expresion es nula téngase en cuenta que si ri}‘ >0.5

contabiliza como positivo por ser un elemento de la fila i, también lo hace con el mismo

valor y signo contrario por pertenecer a la columna j.

De nuevo, con los contadores individuales considerados se construye uno colectivo en

cada caso:
F'(x) =D R (x) v=1...,4
k=1

Y también alguno de los contadores colectivos se puede expresar a traves de la matriz
1

agregada (F;) como sigue:

. FR)=DF
o *(x) =Zn:(ﬁj 1) = i@(i, D

j=L

Como Unica relacién entre los contadores colectivos podemos consignar
23 " (22 22 m
()= (R (x)-05)=F ()=%

k=1

Ahora, las relaciones de preferencia colectivas Pf vienen dadas por:
xinxj < (%) >r"(x;), v=1...,4, y resultara(n) elegida(s) en cada caso la(s)
alternativa(s) con mayor puntuacion.

Observacion 10. En lo que respecta a la equivalencia de contadores, obviamente se
tiene Pf = Pf. Por otro lado, también sabemos ya que los contadores de Black inducen
ordenaciones colectivas (0 si se quiere, generan reglas de votacidn) esencialmente

distintas, es decir Pf # Pf. En cuanto a los contadores primero y cuarto, ya ha sido

probado, y con el mismo contraejemplo, que Pf # Pf. Y también se tiene Pf # Pf:

sirve para comprobar este ultimo aserto el Ejemplo 1 de Garcia Lapresta — Martinez
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Panero (2003), sin mas que cambiar los contadores alli empleados por sus homologos

en este contexto, r* y f*, permaneciendo las puntuaciones en ambos casos inalteradas.

3. Representatividad de los contadores de Borda graduales

En el contexto en que nos encontramos parece 1dgico e inexcusable el que cada agente,
al puntuar cualesquiera dos alternativas mediante los contadores de Borda individuales
(ya sea en sentido amplio o restringido), asigne una mayor puntuacién a aquella
alternativa sobre la que manifiesta mayor intensidad de preferencia (o, si se quiere, que
es preferida a la otra segun la relacion de preferencia ordinaria inducida). Seria
deseable, por tanto, que los contadores de Borda individuales fuesen representativos de

las preferencias de los agentes tal como se formaliza a continuacion.

Definicion 12. EIl contador de Borda individual en sentido amplio T, v=1,...,4, es
representativo de R* si se verifica x, >, X, = T'(x)>T'(x;), para cualquier par de

alternativas x;,X; € X.

Definicion 13. El contador de Borda individual en sentido restringido ¥, v=1,...,4,
es representativo de R* si se verifica x =\, x; = B'(x)>f(x;), para cualquier par

de alternativas x;,x; € X.

La transitividad denominada max-max débil no estricta (T,) es una condicion suficiente

para que los contadores graduales individuales en sentido amplio (a excepcion del
primero de ellos) estén dotados de la propiedad de consistencia interna de

representatividad anteriormente definida.
Proposicion 2. Si R* e T,(X), entonces los contadores 7.7, 7° y T.* son representativos
de R,

Demostracion. Puesto que los contadores en cuestion son equivalentes, basta con

demostrarlo para v =2. Supongamos X >=.., €s decir rijk >0.5. Veamos entonces que,

bajo la hipétesis de coherencia difusa T, se verifica r, >r; para cualquier x e X.

Distinguiremos varios casos, excluyentes y exhaustivos:

ook k k k k
e Sir; 205, entonces 1 = max{r;,r;}=ry.
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e Si rjk|<0.5 y r<0.5, por reciprocidad se tendrd r‘>0.5. Entonces,

3>, de donde, 1-r <1-r¢ y, de nuevo por reciprocidad,

i1

k
i > max{

k k
L Zl'jl.

e Sirj<05y rf>0.5,entonces ladesigualdad r, >r; se verifica trivialmente.

Ademés, por ser r > 0.5, la desigualdad r >r; es estricta al menos en los casos | =i

y | = j. Por tanto sz(xi):Zri,k >er'j :sz(xj). m

1=1 1=1

Observacion 11. Bajo las mismas hipotesis de la proposicion anterior, el primer
contador gradual individual en sentido amplio puede no ser representativo, como queda
manifiesto en el Ejemplo 1, en el que un agente se manifiesta sobre tres alternativas

mediante la matriz de intensidades de preferencia

0.5 05 0.6
0.5 05 0.6].
04 04 05

Es facil verificar que la relacion de preferencia difusa de tal agente pertenece a T,(X).
Sin embargo X, =15 X, puesto que r,; =0.6>0.5 mientras el primer contador de Borda
en sentido amplio invierte dicha relacion: T'(x,) =0.6 <0.8=0.4+0.4 =T (x,).

Pasamos a tratar la representatividad de los contadores de Borda graduales en sentido
restringido, esto es, los que consideran unicamente intensidades de preferencia mayores
o0 iguales que 0.5. Veremos que, bajo ciertas condiciones mas fuertes que en el caso

amplio, todos ellos son representativos. En lo que al primer contador se refiere y desde

un punto de vista heuristico, tal vez pudiera conjeturarse, por analogia con el caso
discreto, que la transitividad de ¢, esto es, la condicion fo, garantizaria la
representatividad de . Sin embargo, en Garcia Lapresta — Martinez Panero (2002)

probamos que esta propiedad no es suficiente, y enunciamos una condicion de

transitividad difusa que si asegura la consistencia interna del método propuesto, a saber,

la que hemos denominado transitividad difusa max-max débil estricta (T}).

Proposicion 3. Si R* efg(X) , entonces el contador f' es representativo de R*.
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Demostracion. Para cada i e{l,...,n} tdmese el conjunto P(i)={l| ;' > 0.5} {L,...,n}.

Entonces, f'(x)= > " y &(x;)= D ri. Supongamos rf>05. Veamos que
1eP(i) 1eP(})

P(j)cP(i): si 1eP(j), entonces rj>0.5. Por hipotesis, r>0.5 luego

k k k
(A max{rij g

}>0.5 yasi | e P(i). Notese que la inclusion es estricta, pues rijk >0.5
implica jeP(i), mientras que j¢ P(]), pues por la reciprocidad rjﬁ =0.5. Entonces,
en '(x) hay mas sumandos que en fkl(xj) . Veamos ahora que cada sumando en f'(x;,)
es mayor o igual que el correspondiente en fkl(xj) . Para ello debe tenerse en cuenta que

si 1eP(j)cP(i), entonces se verifica r”"Zmax{r.k r.k}zr,-'i y, en consecuencia,

ij 17l
A k k A
rkl(xi)z 2 i > Z Fi =rkl(xj)' u

1eP(i) 1eP(i)
Proposicion 4. Si R* e T,(X), entonces el contador ' es representativo de R".

Demostracion. Supongamos rijk > 0.5. Replicando exactamente la misma demostracion

n n

de la proposicion anterior se deduce Z > z rjf. Analogamente, si denominamos
1=1 1=1
rk>0.5 r§>05

Q()={l|rf >0.5}c {L...,n}, entonces se puede probar Qi) Q(j): si l1eQ(i),
entonces K >0.5. Por hipétesis, r >0.5, luego r >max{r;,r}>05 y asi 1eQ(j).
Notese que la inclusion es estricta, pues rijk >0.5 implica i€Q(j), mientras que
i Q(i), pues por la reciprocidad r=0.5. Ademas, si 1eQ(i)cQ(j) se verifica
r > max{r, K}> 1y, en consecuencia, Y rf= > r> > ni= >k

=L 1Q()  1=Q(i) =

>05 ¥>0.5

De las anteriores desigualdades entre sumatorios se obtiene

n

n n n
PILEDIEDIEDILT

1=1

r>0.5 05 rk>05 ¥>0.5

de donde
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n

n n n
~4 k k k k ~4
)= -2 >|Z n- > =) m
=1

1=1 1=1 1=1
rK>0.5 ¥>0.5 rk>05 05

Proposicion 5. Si R* efS(X), entonces los contadores i’ y £ son representativos de
Rk

Demostracion. Por tratarse de contadores equivalentes, basta realizar la prueba para f’.
Para cada i e{l,...,n} considérese el conjunto S(i)={l| rS >0.5}c {l,...,n}. Entonces,

(x)= D ry §(x;)= D r;. Supongamos r; >0.5. Veamos en primer lugar que
1S (i) 1€S(J)

S()) < S(@): si 1eS(j), entonces rj'j >0.5. Por reduccién al absurdo, supongamos
l¢S(), es decir, r‘<05. Por reciprocidad r‘>05 y entonces

> max {r,

> £} > 0.5, lo que contradice rj > 0.5.

=
En segundo lugar, veamos que los sumandos que intervienen en f’(x.) = z r‘ son
1S (i)

mayores o iguales que los correspondientes en f(x;)= Y. r}

i » €s decir que para
les ()

cualquier 1 € S(j) se cumple r >r;. Notemos que | e S(j)< S(i) implica r, >05 y

rﬁ >0.5. Razonemos de nuevo por reduccion al absurdo y supongamos r; < rﬁ . Pero a

la vez debe ser rf > max{r.k r.k} > rk

i+ Tji | =1y, lo que es imposible.

Por fin, veamos que alguna de las desigualdades r 2rjk| validas para 1S(j) es
estricta. Efectivamente, jeS(i) verifica ' >05 y jeS(j) cumple ri=05. En

consecuencia f7(x)= > ‘> > ri=H(x;). m
1e5 (i) 1eS(j)

4. Analisis de Condorcet en el marco difuso

Asumiendo en lo que sigue las hipdtesis de racionalidad sobre las preferencias

individuales sefialadas, consideremos las matrices agregadas en sentidos amplio

(%)=

(rijk) y restringido (ﬁj)z (rijk): kZ‘ (r). Se definen a continuacion los
1 =

rijk >0.5

m m
k=

m
k=1
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conceptos de alternativa ganadora y perdedora de Condorcet en cada caso por analogia

con el discreto.

Definicion 14. La alternativa x, es ganadora de Condorcet en sentido amplio si y slo

si el margen en sentido amplio sobre el resto de alternativas es positivo, o lo que es lo

mismo, si la alternativa x, vence al resto de sus oponentes por mayoria simple

generalizada en sentido amplio. Formalmente, j#i = T, -T;>0.

Definicion 15. La alternativa x, es ganadora de Condorcet en sentido restringido si y

solo si el margen en sentido restringido sobre el resto de alternativas es positivo, o lo

que es lo mismo, si la alternativa x; vence al resto de sus oponentes por mayoria simple

generalizada en sentido restringido. Formalmente, j=i = ﬁj —Fji > 0.

Definicion 16. La alternativa x; es perdedora de Condorcet en sentido amplio si y s6lo
si el margen en sentido amplio sobre el resto de alternativas es negativo, o lo que es lo
mismo, si la alternativa x; es vencida por el resto de sus oponentes por mayoria simple

generalizada en sentido amplio. Formalmente, j=i = T, —T; <0.

Definicién 17. La alternativa x; es perdedora de Condorcet en sentido restringido si y
solo si el margen en sentido restringido sobre el resto de alternativas es negativo, o lo
que es lo mismo, si la alternativa x; es vencida por el resto de sus oponentes por

mayoria simple generalizada en sentido restringido. Formalmente, j =i = F, —; <O0.

Es claro que, caso de existir, de la definicion de alternativa ganadora (respectivamente

perdedora) de Condorcet, en cualquiera de sus variantes, se sigue su unicidad.

A continuacién sigue un analisis paralelo al de Garcia Lapresta — Martinez Panero
(2003) sobre la conexion entre los contadores Borda graduales y el enfoque de
Condorcet. Comenzamos por los contadores en sentido amplio, para los que
(exceptuando el primer contador) se pueden generalizar los resultados y demostraciones
del citado trabajo, ponderando ahora intensidades de preferencia, en lugar de

contabilizar cardinales.

Proposicion 6. Una alternativa ganadora de Condorcet en sentido amplio, caso de

existir, nunca sera la peor puntuada por la regla de Borda si se emplean los contadores

e, ey,
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3, =4

yr

respecto de la preferencia colectiva, basta considerar la regla de Borda asociada a 7* y

Demostracion. Teniendo en cuenta la equivalencia entre los contadores 72, T

utilizar, por tanto, los contadores individuales T*, k=1,...,m. Supongamos que la

alternativa x; es ganadora de Condorcet, es decir, para cualquier alternativa x; = x; se

verifica T; >T;. Para justificar que x; no puede obtener la peor puntuacion con ™,

m
basta demostrar que T*(x,) = ZFk“(xi) >0, ya que, como ha sido puesto de manifiesto,
k=1

n
se cumple Z?k“(xj) =0 y, en consecuencia, la puntuacion total media es
j=1

El hecho de que 7*(x;) fuera positiva obligaria a que existiera alguna alternativa con

puntuacion negativa, luego peor puntuada que x.. Y esto es inmediato, ya que por ser

x; ganadora de Condorcet, se tiene T, >T;, de donde r*(x)=",-T;>0. =

Observacion 12. El contador 7' puede dar la peor puntuacion Borda a la alternativa
ganadora de Condorcet en sentido amplio. Véase a este respecto, trasladada a este
contexto, la Observacion 12 de Garcia Lapresta — Martinez Panero (2003).

También se verifica que la regla de Borda en sentido amplio excluye a la alternativa
perdedora de Condorcet. Enunciamos este resultado formalmente, pero omitimos su
demostracion, que se puede hacer sin mas que trasladar la del caso discreto a este

contexto con la misma filosofia que en la proposicion anterior.

Proposicion 7. Ninguna alternativa perdedora de Condorcet en sentido amplio, caso de
existir, puede resultar ganadora por la regla de Borda si se emplean los contadores 72,
rPyr. =

Observacion 13. El contador 7' puede dar la mejor puntuacion a la alternativa

perdedora de Condorcet. Véase a este respecto la Observacion 13 de Garcia Lapresta —
Martinez Panero (2003) para el contador homologo discreto.

En el caso restringido se tienen tres clases de equivalencia de contadores respecto de la

preferencia colectiva inducida: la formada por el primer contador, la integrada por los
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contadores segundo Yy tercero, y la que viene dada por el cuarto contador. Este Gltimo
mantiene las buenas propiedades de Condorcet de sus homologos en los casos discreto y
gradual en sentido amplio. Enunciamos la correspondiente proposicion y de nuevo

omitimos la demostracidn, basada de nuevo en la propiedad
C 4
DRl (x)=0.
=1

Proposicion 8. Una alternativa ganadora de Condorcet en sentido amplio nunca sera la

peor puntuada por la regla de Borda si se emplea el contador F*. Asi mismo, ninguna
alternativa perdedora de Condorcet en sentido amplio puede resultar ganadora por la

regla de Borda generalizada si se emplea dicho contador. m

CONCLUSIONES

En nuestro enfoque gradual de la regla de Borda hemos sugerido dos vias de
aproximacion que hemos denominado sentidos amplio y restringido. Como hemos
comentado, ambas posibilidades nos parecen, en principio, legitimas, y cada una de
ellas aporta contadores adecuados, al menos en la misma manera en que lo eran los
correspondientes discretos. Ahora bien, ningln contador en sentido amplio es
equivalente a ningln otro en sentido restringido; es decir, para idénticas configuraciones
de preferencias individuales de los agentes y segun la via que se siga, se pueden obtener
preferencias colectivas esencialmente distintas. Por supuesto, este hecho no debe
resultar paradojico para quienquiera que haya tratado minimamente con distintos
sistemas de votacion, donde esta situaciéon se da a menudo (a este respecto véase, por
ejemplo, Saari (2001, pp. 1-20). Y tampoco en nuestro contexto deberia parecer extrafio,
toda vez que los contadores en sentido restringido truncan parte de la informacion (por
ser insustancial desde su punto de vista), a saber, las intensidades menores que 0.5 en

las preferencias individuales de los agentes (que si son significativas en sentido amplio).
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